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Le modéle de régression linéaire

Modéle de régression linéaire : Y; = o + fixi1 + - - - + BpXip + €,
i=1,...,n noté de facon matricielle Y = X3 + ¢.

> X = (xj)1<i<n0<j<p avec Xxjo = 1 : matrice de planification.
> 8= (Bo,---,Bp) € RPTL coefficients de régression.
» ¢ =(e1,...,6n) € R" résidus aléatoires.

n individus gofitent et notent du vin ; on cherche & expliquer la note
moyenne d'un vin en fonction de mesures physico-chimiques

note; = fo + f1 X alcool; + B2 x sucre; + - - - + (11 X pH; + €},

pouri=1,....n.
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L'estimateur des moindres carrés

L'estimateur des moindres carrés est la solution du probléme

min || Y — Xb||3.
beRP

Solution unique ssi ker(X) = {0} : 8™ = (XTX)"!XTY.
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L'estimateur des moindres carrés

L'estimateur des moindres carrés est la solution du probléme

min || Y — Xb||3.

beRP
Solution unique ssi ker(X) = {0} : Bme = (XTX)"IXTy.
Cet estimateur n'est pas bien défini lorsque n < p. N
Si n > p la matrice de variance (X" X)~! de I'estimateur 3¢
peut avoir des composantes trés grandes.
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Estimateur OSCAR
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L'estimateur OSCAR (Octagonal Shrinkage and Clustering
Algorithm for Regression (Bondell et Reich, 2008)) est la solution
du probléme

(1 2 & |bi — bj| |bi + b
min {2|]Y—Xb||2+)\12|b,-|+)\2 > + .

beRP ‘ et 2 2
i=1 1<i<j<p
=max{|bj|,|bj|}

Si A» = 0 alors OSCAR coincide avec |'estimateur LASSO.

Solution unique si ker(X) = {0}. On note Soscar I'ensemble des
solutions du probléme OSCAR :

(X € R”P |3Y € R" tel que Card(Soscar) > 1}

est négligeable sur R"*P (Schneider et Tardivel 2022).



L'estimateur OSCAR a des composantes nulles et des composantes
égales (Schneider et Tardivel 2022).
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Estimateur SLOPE

Soit Ay > --- > X, >0 et Ay > 0. La norme ¢; ordonnée J) est
définie par

p
A(b) =D Ailbli
i=1
avec |b[y1 > -+ > |b|p.

L'estimateur SLOPE (Sorted L One Penalized Estimation (Bogdan
et al., 2015)) est la solution du probléme

1
in < Z||Y — Xb|3 :
in {31~ xblB + 1 6)

SLOPE généralise OSCAR (et LASSO) : si A est arithmétique alors
p
In(b) = )‘PZ |bj| — raison Z max{|bil, | bj| }.
i=1 1<i<j<p
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» La norme {1 ordonnée duale J} est donnée par

|bl11 b!¢1+"'+\b!¢p}
Ji(b) =
A(0) max{ A Mt

» Boule unité de J} est le permutoédre signé :
conv{(£Ar(1), -+, TAx(p)) : T permutation de{1,...,p}}.

» On note Sqope I'ensemble des solutions du probléme SLOPE
alors :

I/B\slope c Sslope N XT(Y N nglope) c 8J}\(leope)
BT = XFore)) < 1
5slope TxT( Y — Xﬁslope) — J/\(leope)

pilore — 0 = J5(XTY) <1



On note C = {r € R": J5(Xr) < 1} le polyédre nul du SLOPE
Proposition (Schneider et Tardivel 2022)

La projection de Y sur C vautr=Y — X ESlOpe ol BSIOPG € Stiope

Esquisse de preuve :
» OnareC
» On vérifie que (Y —7)T(r—7) <0

Y
.
re——
C : polyédre nul du SLOPE
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X = bk : SLOPE a une expression explicite (Dupuis et Tardivel
2022; Tardivel, Servien et Concordet 2020). Illustration avec
A1 =3et Ar = 1.
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X = bk : SLOPE a une expression explicite (Dupuis et Tardivel

2022 ; Tardivel, Servien et Concordet 2020). lllustration avec
A =3et \r=1.

B2
1,1 -1,2) | (0|1) | (2)2)@" 11
slope/
/
Y -
AN
so;}
slope bY 61
-1,0 (0,0) 1,0
(21— 1 (201
(+1,-1) (-11-2) | (0}1) | (1r2) 1,-1

Cette figure illustre que |'estimateur SLOPE est parcimonieux et a
des groupes d'appariement.
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Chemin des solutions du SLOPE
A1>-->Ap>0ety>0.

) 1
Supe(7) = argrmin { 21V X6l -+ 705(8) |
beRP

Si Card(Ssiope(y)) = 1 on note jslope () I'unique élément
Sslope(’y)-
» Si ker(X) = {0} I'application ~y BSIOPG(V) est bien définie.

» L'ensemble
{X eR™P|3Y € R" 3y > 0 tel que Card(Ssiope(7y)) > 1}

est négligeable sur R"X’/’\(Schneider et Tardivel 2022). Sauf
cas pathologique, v — [5°P¢(y) est bien définie.
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Définition (Schéma du SLOPE)
Le schéma du SLOPE schm(b) € ZP de b € RP est défini par

schm(b); = signe(b;) rang(|b|);, i€ {1,...,p},

» rang(|bl); € {0,1,..., k}.

» k est le nombre de composantes distinctes de {|b1|,. .., |bp|}.
» rang(|b|); = 0 si et seulement si b; = 0.

» rang(|b|); < rang(|bl|); si |bi| < |bj|.

b=(4.2,-1.3,0,1.3,4.2) alors schm(b) = (2,-1,0,1,2).

On pose P3P = schm(RP) I'ensemble des schémas du SLOPE.
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Le chemin des solutions du SLOPE est affine par morceau

Théoréme (Dupuis et Tardivel 2024)
X ER™P, Y €R", me Py et \y >--- >\, > 0.
1. Si B,B € Sslore 3fors XBA: XB. On note va(y) = XB qui ne
dépend pas de I'élément B € Ss1°Pe.

2. Iy ={y> 0|38 € 55°P°(5) tel que schm(B) = m} est un
intervalle.

3. Le chemin des valeurs ajustées v > 0 +— va(y) est continue sur
10, +o0[ et la restriction a I, est affine.

4. Si Card(S*°P°(v)) = 1 pour tout v > 0 alors
v > 0+ %1°Pe(y) est continue sur |0, +-oc et la restriction a
I, est affine.
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Le chemin des solutions du SLOPE est affine par morceau

Théoréme (Dupuis et Tardivel 2024)
X e R™P, Y € R", meP,S‘,l"pe et A1 > >\, >0.
1. SiB,B € S5°P¢ alors XBA: XB. On note va(y) = X3 qui ne
dépend pas de I'élément B € Ss1°Pe.

2. Im={y>0] 3B e Sslope () tel que schm(g) = m} est un
intervalle.

3. Le chemin des valeurs ajustées v > 0 +— va(~y) est continue sur
10, +o0[ et la restriction a I, est affine.

4. Si Card(SASIOPe(q/)) =1 pour tout v > 0 alors
v > 0+ 3%1°Pe(y) est continue sur |0, +-oc et la restriction &
I, est affine.

Sachant que schm(3) = m on calcule explicitement j.
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Exemple jouet du chemin du SLOPE
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Sous-différentiel et schéma du SLOPE

Le sous-différentiel d'une norme vérifie
All-li(b) = {v eRP: |lv|* <tetbTv=|b]}.

slope

Pour Ay > --- > X, >0, me Pp""" — 0J\(m) est une bijection

entre P5°° et les faces de la boule unité de J; (permutoédre

signé) (Schneider et Tardivel 2022).

92(0, 1
D(— (0.1 95(1,2)
OIn(~1,1 9r(1,1)
0r(~2,1) 9(2,1)
9r(~1,0) 9Jx(1,0)
OIr(~2, 1) Dr(2, —1)
OI(~1,~1 Bn(1. ~1)
D (— (1, —2)

14/19



[[lustration sur des données réelles

Jeu de données sur les vins rouges « Vinho Verde ».
> X e RY99%1 - mesures physico-chimiques telles que le degrés
d'alcool, taux de sucre, le pH, la densité, ...
> Y € R¥% : note du vin 0 (mauvais) et 10 (excellent).

> Figure de gauche A = (1,v/2 —1,...,v/11 — 1/10). Figure de
droite A = (1,...,1) (LASSO).

1000 [] 100 200 300 200 500 600
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Erreur de prédiction et formule SURE

note moyenne = 3y + 31 x alcool + - -- + 511 x pH
XB
note/m&enne(y) = 30(7) + 51(7) x alcool 4 --- 4 311(7) x pH
XB(v)
Erreur de prédiction(vy) = IE(HXB(v) — XBH%)

Formules SURE (Stein Unbiased Risk Estimate) :

1Y = XB(9)|12 = no? + 202 ||lschm(B(7))||loo  SLOPE,

SURE =
) {|Y—XﬂaSSO(V)H%—”U2+202||/§1%S°(7)||0 LASSO.

SURE fournit un estimateur sans biais de I'erreur de prédiction :

E(SURE(7)) = Erreur de prédiction(ry)
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Yore  SURE  schm(3(Ysure)) or sign (8% (yeure))
SLOPE | 18.6292 3.4641 (4, —-8,—-1,2,-5,3,—6,—4, —4.,7, 9)
LASSO | 11.7602 4.1297  (0,-1,0,1,-1,1,-1,0,—1,1,1)

» |'estimateur SLOPE B(’Ysure) apparie les variables « acidité »,
« densité » et « pH » (groupe d'appariement « 4 » :
X1, Xg, Xo).

» L'estimateur LASSO @asso(%ure) sélectionne uniquement le
< pH ».



Conclusion et perspectives

Conclusion :

» Le chemin des solutions du SLOPE est continu et affine par
morceau.

» Algorithme pour calculer le chemin des solutions.
Perspectives :
» Choisir A € RP.

» Montrer que la notion d’appariement est pertinente pour le
traitement de données.
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Conclusion et perspectives

Conclusion :
» Le chemin des solutions du SLOPE est continu et affine par
morceau.
» Caractérisation des morceaux (i.e. des intervalles /).
» Algorithme pour calculer le chemin des solutions.
Perspectives :
» Choisir A € RP.

» Montrer que la notion d'appariement est pertinente pour le
traitement de données. OSCAR ou SLOPE est pertinent pour
votre application, faites-le savoir!
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